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PART	
  1:	
  DAMAGE	
  MECHANISMS	
  



Single	
  vs.	
  Mul@ple	
  Cracking	
  

O	
  

ε	
  
Xε	
  

σ	
  
Ini@a@on	
  of	
  first	
  	
  
mul@ple	
  cracking	
  

✔	
  

Under	
  a	
  general	
  loading	
  on	
  a	
  laminate,	
  different	
  layers	
  (laminae)	
  
are	
  stressed	
  differently.	
  
First	
  crack	
  forma@on	
  occurs	
  along	
  fibers	
  in	
  a	
  lamina.	
  
On	
  further	
  loading,	
  more	
  cracks	
  form	
  in	
  the	
  same	
  lamina.	
  
This	
  is	
  the	
  MULTIPLE	
  CRACKING	
  process.	
  



Mul@ple	
  Cracking	
  Process	
  

Fiber/matrix	
  debonding	
  Single	
  crack	
  forma@on	
  
Mul@ple	
  Cracking	
  

Lamina	
  within	
  a	
  laminate	
  

Fiber	
  bundle	
  within	
  a	
  woven	
  fabric	
  composite	
  



Progression	
  of	
  Mul@ple	
  Cracking	
  
Increasing	
  load	
  
Or	
  increasing	
  number	
  of	
  cycles	
  

Non-­‐interac@ve	
  
Cracking	
  

Interac@ve	
  
Cracking	
  

Crack	
  satura@on	
  



Average	
  Crack	
  Spacing	
  Evolu@on	
  



Effect	
  on	
  “Constraint”	
  on	
  Mul@ple	
  Cracking	
  

Homogeneous	
  solid:	
  
• 	
  Unconstrained	
  crack	
  opening	
  
• 	
  Single	
  Fracture	
  (unstable	
  crack	
  growth)	
  

Heterogeneous	
  layered	
  solid	
  (Laminate):	
  
• 	
  Constrained	
  crack	
  opening	
  
• 	
  Mul@ple	
  cracking	
  



Constraint:	
  
Cracking	
  layer	
  constrained	
  by	
  s@ffer	
  layers	
  

04	
   04	
  

σ	
  

σ	
  

εFPF:	
  laminate	
  strain	
  at	
  which	
  mul@ple	
  cracking	
  ini@ates	
  	
  

902n	
  



Stress-­‐strain	
  response	
  affected	
  by	
  constraint	
  



Effect	
  of	
  constraint	
  on	
  evolu@on	
  of	
  
crack	
  density	
  

σ	
  

σ	
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s	
  

1/s	
  

0	
   0	
  



Total	
  Picture	
  of	
  Damage	
  

(crack	
  satura@on)	
  

(or	
  applied	
  stress)	
  
IN	
  FATIGUE	
  



Crack	
  Coupling	
  at	
  Interfaces	
  



Role	
  of	
  Damage	
  Mechanics	
  



What	
  is	
  Damage	
  Mechanics?	
  

“The	
  subject	
  dealing	
  with	
  
mechanics-­‐based	
  analyses	
  of	
  
microstructural	
  events	
  in	
  solids	
  
responsible	
  for	
  changes	
  in	
  their	
  
response	
  to	
  external	
  loading”	
  	
  



Remarks	
  on	
  Damage	
  Mechanics	
  

•  Analysis	
  at	
  a	
  single	
  length	
  scale	
  is	
  insufficient	
  
•  The	
  hierarchy	
  of	
  microstructural	
  length	
  scales	
  
(micro-­‐>meso-­‐>macro)	
  is	
  not	
  necessarily	
  the	
  
same	
  as	
  that	
  for	
  damage	
  

•  “Failure”	
  should	
  be	
  defined	
  as	
  “aeainment	
  of	
  
cri@cal	
  damage	
  state”	
  

•  Cri@cality	
  of	
  damage	
  depends	
  on	
  the	
  type	
  of	
  
material	
  performance	
  



Objec@ves	
  of	
  Damage	
  Mechanics	
  

1.	
  Determine	
  the	
  condi@ons	
  for	
  ini#a#on	
  of	
  the	
  first	
  damage	
  
event	
  	
  

2.	
  Predict	
  the	
  evolu#on	
  of	
  progressive	
  damage	
  
3.	
  Characterize	
  and	
  quan#fy	
  damage	
  	
  
4.	
  Analyze	
  the	
  effect	
  of	
  damage	
  on	
  material	
  response,	
  e.g.	
  by	
  

expressing	
  s@ffness	
  proper@es	
  as	
  a	
  func@on	
  of	
  damage	
  
5.	
  Define	
  cri#cality	
  of	
  damage	
  for	
  assessment	
  of	
  performance	
  

(structural	
  integrity	
  and	
  durability)	
  
6.	
  Provide	
  input	
  into	
  overall	
  structural	
  analysis	
  and	
  design	
  



PART	
  2:	
  	
  
MICRO-­‐DAMAGE	
  MECHANICS	
  



Desirable	
  Proper@es	
  of	
  a	
  Damage	
  
Modeling	
  Framework	
  

•  Should	
  be	
  based	
  on	
  physical	
  mechanisms	
  
•  Should	
  have	
  wide	
  applicability	
  (not	
  limited	
  
to	
  one	
  or	
  two	
  cases)	
  

•  Should	
  be	
  applicable	
  to	
  structural	
  analysis	
  



Overview	
  of	
  “Damage”	
  in	
  Composite	
  Laminates	
  

Where	
  to	
  start?	
  
Where	
  to	
  end?	
  

Can	
  one	
  model	
  capture	
  it	
  all?	
  
What	
  are	
  the	
  length	
  scales	
  of	
  damage?	
  



What	
  is	
  the	
  first	
  event	
  of	
  damage?	
  

Debonding	
  induces	
  matrix	
  cracking	
  

Matrix	
  cracking	
  causes	
  debonding	
  

Length	
  scales	
  of	
  microstructure:	
  
Fiber	
  diameter,	
  Inter-­‐fiber	
  spacing	
  

σ	



σ	
  

Should	
  we	
  start	
  a	
  model	
  here?	
   Will	
  it	
  take	
  us	
  to	
  structural	
  failure?	
  

OR	
  



Should	
  we	
  define	
  “damage”	
  as	
  mul@ple	
  cracking?	
  

Fiber/matrix	
  debonding	
  Single	
  crack	
  forma@on	
  
Mul@ple	
  Cracking	
  

Lamina	
  within	
  a	
  laminate	
  

Fiber	
  bundle	
  within	
  a	
  woven	
  fabric	
  composite	
  



Single	
  vs.	
  Mul@ple	
  Cracking	
  

Fibers	
  

Fiber-­‐bridged	
  
matrix	
  crack	
  

Mul@ple	
  cracking	
  induces	
  
nonlinear	
  stress-­‐strain	
  response	
  
and	
  soiening	
  



Aveston-­‐Cooper-­‐Kelly	
  (ACK)	
  Theory	
  
(1971)	
  

•  First	
  sa@sfactory	
  explana@on	
  of	
  mul@ple	
  
cracking	
  

•  Approximate	
  one-­‐dimensional	
  stress	
  analysis	
  

•  Role	
  of	
  interface	
  in	
  load	
  transfer	
  from	
  cracking	
  
(“soi”)	
  cons@tuent	
  to	
  non-­‐cracking	
  (“s@ff”)	
  
cons@tuent	
  explained	
  by	
  “shear	
  lag”	
  

•  Average	
  s@ffness	
  reduc@on	
  (“soiening”)	
  of	
  
composite	
  predicted	
  



Quick	
  Review	
  of	
  ACK	
  Theory	
  
Condi@ons	
  for	
  Single	
  vs.	
  Mul@ple	
  Cracking	
  	
  

Case	
  1:	
   Case	
  2:	
  

Vf,	
  Vm	
  :	
  Volume	
  frac@on	
  of	
  fibers,	
  matrix	
  

Vf	
  +	
  Vm	
  =	
  1	
  



Quick	
  Review	
  of	
  ACK	
  Theory	
  
Main	
  Results	
  	
  

Distance	
  to	
  next	
  crack:	
  

Load	
  balance:	
  

Stress-­‐strain	
  response	
  
Not	
  adequate	
  predicted	
  

Strain	
  to	
  mul@ple	
  crack	
  ini@a@on:	
  

ϒm:	
  matrix	
  fracture	
  toughness	
  

r:	
  fiber	
  radius	
  

Crack	
  plane	
  

Complete	
  debonding	
  
at	
  interface	
  assumed	
  



Extension	
  to	
  Cross	
  Ply	
  Laminates	
  

• 	
  Numerous	
  extensions	
  to	
  cross	
  ply	
  laminates	
  published	
  since	
  ACK	
  (1971)	
  	
  
• 	
  Mostly	
  1-­‐D	
  stress	
  analyses,	
  known	
  as	
  “shear	
  lag”	
  theories	
  
• 	
  Various	
  interface	
  assump@ons	
  made	
  (shear-­‐lag	
  layer,	
  par@al	
  debonding,	
  etc.)	
  
• 	
  Only	
  axial	
  s@ffness	
  change	
  due	
  to	
  cracking	
  can	
  be	
  predicted	
  



Shear	
  Lag	
  Analysis	
  
Basics	
  

Assump@ons:	
  

Shear	
  stress	
  at	
  interface:	
  

Equilibrium:	
  

Combining,	
  

Differen@a@ng,	
  and	
  using	
  axial	
  stress-­‐strain	
  rela@on,	
  

where	
   and	
  

Solu@on,	
  axial	
  stress	
  in	
  the	
  cracking	
  ply:	
  

β:	
  shear	
  lag	
  parameter,	
  
	
  material	
  constant	
  



Axial	
  Normal	
  and	
  Shear	
  Stress	
  Predic@ons	
  

No	
  crack	
  interac@ons	
  

Incorrect	
  shear	
  stress	
  
at	
  crack	
  planes	
  

0	
  

Predic@ons	
  depend	
  on	
  
assumed	
  shear	
  lag	
  	
  
parameter	
  



Predic@on	
  of	
  Average	
  Axial	
  S@ffness	
  
(Other	
  proper@es	
  cannot	
  be	
  predicted)	
  



Next	
  Advance	
  in	
  Stress	
  Analysis	
  
2-­‐D	
  Varia@onal	
  Model,	
  Hashin	
  (1985)	
  

Stresses	
  before	
  cracking:	
  

Assume:	
  Crack-­‐induced	
  perturba@ons	
  in	
  axial	
  stresses	
  
constant	
  in	
  thickness	
  (z)	
  direc@on	
  

Or	
  

Where	
  by	
  axial	
  force	
  balance	
  



Ply	
  stresses	
  

m	
  =	
  0	
  (0-­‐deg	
  ply);	
  m	
  =	
  90	
  (90-­‐deg	
  ply)	
  

Equilibrium	
  equa@ons:	
  

Boundary	
  Value	
  Problem	
  Formula@on	
  

Boundary	
  
Condi@ons	
  



Integra@ng	
  equilibrium	
  equa@ons,	
  and	
  applying	
  boundary	
  condi@ons,	
  give:	
  

The	
  unknown	
  perturba@on	
  func@on	
  ϕ(x)	
  found	
  by	
  applying	
  
the	
  principle	
  of	
  minimum	
  complementary	
  energy.	
  
Euler-­‐Lagrange	
  equa@on	
  for	
  ϕ	
  :	
  

Boundary	
  Value	
  Problem	
  Solu@on	
  

	
  α1	
  ,	
  α2:	
  func@ons	
  of	
  
ply	
  proper@es	
  	
  



Stress	
  Distribu@ons	
  in	
  90-­‐deg	
  Plies	
  	
  

Hashin	
   Shear	
  lag	
  

Remarks:	
  
• 	
  Hashin:	
  Crack	
  interac@ons,	
  Shear	
  lag:	
  No	
  crack	
  interac@on	
  
• 	
  Hashin:	
  Correct	
  shear	
  stress,	
  Shear	
  lag:	
  Incorrect	
  at	
  crack	
  planes	
  
• 	
  Hashin:	
  Thru-­‐thickness	
  stress,	
  Shear	
  lag:	
  Not	
  calculated	
  	
  



Average	
  E-­‐modulus	
  of	
  Cracked	
  Cross	
  Ply	
  Laminate	
  

Complementary	
  Energies	
  of	
  Uncracked	
  and	
  Cracked	
  Laminate	
  (unit	
  cell):	
  

Principle	
  of	
  Minimum	
  Complementary	
  Energy:	
  

Π’	
  :	
  Change	
  due	
  to	
  cracks	
  

Stress	
  energy	
  densi@es	
  W90	
  and	
  W0	
  given	
  by	
  perturba@on	
  stresses	
  

Note:	
  Average	
  Poisson’s	
  ra@o	
  calculated	
  from	
  averaging	
  strains	
  over	
  
the	
  unit	
  cell.	
  

Note:	
  Ex	
  is	
  lower	
  bound!	
  



Average	
  Axial	
  E-­‐modulus	
  



Average	
  Axial	
  Poisson’s	
  Ra@o	
  

� 

νxy = −
ε y
ε x



Treatment	
  of	
  [±θ/90]s	
  Laminates	
  
as	
  Equivalent	
  Cross	
  Ply	
  Laminates	
  

Replace	
  0-­‐deg	
  plies	
  with	
  
averaged	
  proper@es	
  of	
  [±θ]	
  laminate	
  
in	
  x-­‐z	
  coordinates	
  	
  

Shear	
  lag	
  
parameter	
  



[±40/90]s	
  Laminates	
  

Es@mates	
  not	
  always	
  reliable.	
  



Generalized	
  Plain	
  Strain	
  Analysis	
  -­‐	
  McCartney’s	
  Model	
  

:	
  Constant	
  strain	
  in	
  the	
  y-­‐direc@on	
  

Assumed	
  displacement	
  field:	
  

Axial	
  stresses	
  aier	
  cracking	
  assumed	
  constant	
  in	
  z-­‐direc@on	
  (as	
  in	
  Hashin)	
  

Stress	
  solu@on:	
  

	
  Note:	
  Iden@cal	
  to	
  Hashin	
  if	
  

On	
  using	
  equilibrium	
  
and	
  cons@tu@ve	
  eqns:	
  

F,	
  G	
  and	
  H:	
  func@ons	
  of	
  ply	
  proper@es	
  

C(x)	
  determined	
  by	
  using	
  boundary	
  condi@ons	
  



Methods	
  Based	
  on	
  Crack	
  Surface	
  Displacements	
  

Mo@va@on:	
  
Consider	
  a	
  representa@ve	
  volume	
  of	
  a	
  general	
  laminate	
  containing	
  
ply	
  cracks	
  in	
  mul@ple	
  orienta@ons.	
  Stress	
  field	
  in	
  this	
  laminate	
  cannot	
  
be	
  solved	
  analy@cally.	
  If	
  the	
  crack	
  surface	
  displacements	
  can	
  be	
  	
  
es@mated,	
  then	
  the	
  overall	
  (average)	
  moduli	
  can	
  be	
  es@mated	
  
from	
  the	
  addi@onal	
  strains	
  in	
  terms	
  of	
  these	
  displacements.	
  



Gudmundson-­‐Zang	
  Model	
  (1993)	
  

RVE	
  of	
  volume	
  V	
  

Average	
  stresses	
  and	
  strains	
  in	
  uncracked	
  laminate:	
  

Vk:	
  volume	
  frac@on	
  of	
  kth	
  ply	
  

Aier	
  cracking,	
  average	
  stresses:	
  

Effec@ve	
  laminate	
  strains:	
   ui:	
  displacement	
  

	
  ni:	
  unit	
  normal	
  on	
  outer	
  surface	
  Γout	
  

Using	
  divergence	
  theorem,	
  obtain:	
  

Effec@ve	
  lamina	
  strains:	
  

Effec@ve	
  strains	
  =	
  average	
  strains	
  +	
  addi@onal	
  strains	
  from	
  cracks	
  



Addi@onal	
  Strains	
  From	
  Crack	
  Surface	
  Displacements	
  

Assump@ons	
  in	
  the	
  Gudmundson-­‐Zang	
  Model:	
  
•  The	
  surface	
  displacements	
  of	
  a	
  ply	
  crack	
  in	
  a	
  
finite-­‐thickness	
  laminate	
  are	
  equal	
  to	
  those	
  of	
  
a	
  crack	
  in	
  an	
  infinite,	
  homogeneous	
  
transversely	
  isotropic	
  medium.	
  	
  

•  There	
  is	
  no	
  effect	
  of	
  orienta@on	
  of	
  a	
  cracked	
  
ply.	
  	
  

•  There	
  is	
  no	
  coupling	
  between	
  crack	
  opening	
  
displacements	
  of	
  different	
  plies.	
  	
  

ERRORS	
  DUE	
  TO	
  THESE	
  ASSUMPTIONS	
  CANNOT	
  BE	
  ASSESSED	
  INDEPENDENTLY	
  



Lundmark-­‐Varna	
  Model	
  (2005)	
  
As	
  in	
  Gudmundson-­‐Zang	
  model,	
  	
  

i.e.,	
  overall	
  (effec@ve)	
  strain	
  aier	
  cracking	
  	
  
=	
  strain	
  before	
  cracking	
  (given	
  by	
  laminate	
  theory)	
  +	
  strain	
  from	
  crack	
  surface	
  displ.	
  

expressed	
  for	
  a	
  general	
  case	
  in	
  terms	
  of	
  ply	
  	
  
proper@es,	
  ply	
  orienta@on,	
  crack	
  spacing	
  
and	
  crack	
  surface	
  displacements.	
  	
  

Example:	
  
Crack	
  opening	
  displacement:	
  

E2:	
  transverse	
  ply	
  modulus	
  
Es:	
  axial	
  modulus	
  of	
  sublaminate	
  S	
  	
  

A,	
  B,	
  and	
  n	
  obtained	
  by	
  FE	
  parametric	
  study	
  



Other	
  Developments	
  in	
  	
  
Micro-­‐Damage	
  Mechanics	
  

•  Numerous	
  varia@ons	
  of	
  shear	
  lag	
  method	
  
proposed,	
  including	
  some	
  who	
  claim	
  “2-­‐D”	
  

•  Improvements	
  in	
  Hashin’s	
  varia@onal	
  analysis	
  
made	
  by	
  relaxing	
  his	
  simplifying	
  assump@ons	
  
(Varna	
  &	
  Berglund,	
  1991-­‐94)	
  

•  Self-­‐consistent	
  approxima@on	
  to	
  effec@ve	
  
proper@es	
  also	
  proposed	
  (for	
  cross	
  ply	
  laminates)	
  

•  For	
  inclined	
  cracks	
  in	
  one	
  orienta@on,	
  Li	
  (1999,	
  
2001)	
  proposed	
  a	
  semi-­‐analy@cal	
  method	
  



Concluding	
  Remarks	
  on	
  
Micro-­‐Damage	
  Mechanics	
  

•  Limited	
  by	
  our	
  ability	
  to	
  find	
  stress	
  field	
  
•  Necessary	
  for	
  analysis	
  of	
  evolu@on	
  of	
  progressive	
  
cracking	
  

•  So	
  far	
  has	
  only	
  been	
  possible	
  to	
  do	
  micro-­‐
mesoscale,	
  i.e.,	
  to	
  describe	
  mesoscale	
  
cons@tu@ve	
  behavior	
  from	
  analysis	
  at	
  microscale,	
  
and	
  only	
  for	
  very	
  limited	
  cases	
  (mostly	
  cross	
  ply	
  
laminates)	
  

•  A	
  “blind”	
  mul@scale	
  analysis	
  (without	
  knowledge	
  
of	
  damage)	
  will	
  be	
  a	
  fu@le	
  exercise	
  (perhaps	
  self-­‐
deceiving)	
  



PART	
  3:	
  
MACRO-­‐DAMAGE	
  MECHANICS	
  



Desirable	
  Proper@es	
  of	
  a	
  Damage	
  
Modeling	
  Framework	
  

•  Should	
  be	
  based	
  on	
  physical	
  mechanisms	
  
•  Should	
  have	
  wide	
  applicability	
  (not	
  limited	
  
to	
  one	
  or	
  two	
  cases)	
  

•  Should	
  be	
  applicable	
  to	
  structural	
  analysis	
  



Cons@tu@ve	
  Descrip@on	
  of	
  
Anisotropic,	
  Elas@c	
  Solid	
  with	
  Damage	
  	
  

Damage	
  

Ini=a=on	
  

Homogeniza=on	
  

Undamaged	
  
homogenized	
  
con=nuum	
  

Con=nuum	
  
with	
  damage	
  

Homogenized	
  
damaged	
  
con=nuum	
  

Con@nuum	
  with	
  
Internal	
  State	
  



Early	
  Concepts	
  of	
  Internal	
  State	
  

Kachanov	
  (1958)	
  concept	
  of	
  material	
  degrada@on	
  (in	
  metal	
  creep)	
  given	
  by	
  
a	
  “con@nuity”	
  variable	
  ϕ = 1	
  (virgin	
  state),	
  ϕ = 0	
  (failure)	
  

A,	
  m	
  :	
  material	
  constants;	
  σ	
  :	
  max	
  principal	
  tensile	
  stress	
  

Define	
  damage	
  variable	
  (Robotnov,	
  1969)	
  ω	
  =	
  1	
  -­‐	
  ϕ	
   Effec@ve	
  stress:	
  

Hooke’s	
  Law:	
  

Effec@ve	
  Elas@c	
  Constant:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
3-­‐D	
  Generaliza@on	
  (Chaboche,	
  1984):	
  

Effec@ve	
  stress:	
  

� 

˜ E = (1−ω)E

Effec@ve	
  Elas@city	
  Tensor:	
  

Fourth	
  Order	
  Damage	
  Tensor:	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  



Remarks	
  on	
  Kachanov	
  Concept	
  of	
  Internal	
  State	
  
Characteriza@on	
  and	
  Its	
  3-­‐D	
  Generaliza@on	
  	
  

•  Although	
  a	
  pioneering	
  concept,	
  Kachanov’s	
  
“discon@nuity”	
  was	
  not	
  based	
  on	
  observed	
  
microstructure	
  (not	
  possible	
  in	
  1958)	
  

•  A	
  formal	
  3-­‐D	
  generaliza@on	
  (e.g.	
  Chaboche)	
  is	
  
therefore	
  not	
  on	
  solid	
  physical	
  ground	
  

•  Today’s	
  techniques	
  can	
  reveal	
  specific	
  details	
  of	
  
microstructure	
  (internal	
  state)	
  responsible	
  for	
  
permanent	
  changes	
  in	
  material	
  response,	
  and	
  
should	
  therefore	
  be	
  basis	
  for	
  characteriza@on	
  



Observa@ons	
  Before	
  Launching	
  a	
  
Damage	
  Characteriza@on	
  

•  Not	
  all	
  microstructure	
  is	
  “damage”,	
  only	
  those	
  
changes	
  (rearrangements)	
  that	
  induce	
  
permanent	
  response	
  changes	
  

•  Microstructural	
  en@@es	
  can	
  stay	
  unchanged	
  
while	
  producing	
  other	
  en@@es	
  (cracks)	
  that	
  
induce	
  permanent	
  response	
  changes	
  

•  Damage	
  characteriza@on	
  should	
  be	
  moIvated	
  
by	
  the	
  need,	
  based	
  on	
  “knowledge”,	
  and	
  not	
  
“over	
  informed”	
  by	
  microstructure	
  



Further	
  Considera@ons	
  Before	
  Damage	
  
Characteriza@on	
  

Oriented	
  
Microstructure	
  
(e.g.	
  fibers,	
  fiber-­‐	
  
Reinforced	
  layers)	
  

Principal	
  Axes	
  
of	
  Oriented	
  
Damage	
  En@ty	
  
(e.g.	
  void,	
  crack)	
  

Oriented	
  microstructure	
  induces	
  anisotropy,	
  	
  
while	
  oriented	
  damage	
  induces	
  changes	
  in	
  this	
  anisotropy	
  



Microstructure	
  vs.	
  Damage	
  

Pris@ne	
  state	
   Damage	
  type	
  1	
   Damage	
  type	
  2	
  

Characteris@c	
  length	
  scales	
  of	
  damage	
  
	
  not	
  always	
  the	
  same	
  as	
  those	
  of	
  
microstructure	
  	
  



Proposed	
  Characteriza@on	
  of	
  Damage	
  
in	
  Composite	
  Materials	
  

Note:	
  RVE	
  of	
  damage	
  NOT	
  the	
  same	
  as	
  that	
  of	
  microstructure	
  



Selec@on	
  of	
  Damage	
  for	
  Characteriza@on	
  

(crack	
  satura@on)	
  

(or	
  applied	
  stress)	
  
IN	
  FATIGUE	
  

“Damage”	
  defined	
  
here	
  as	
  distributed	
  
(mul@ple)	
  cracking	
  

Isolated	
  single	
  cracks	
  
and	
  heavily	
  coupled	
  
localized	
  cracking	
  not	
  
included	
  

Purpose:	
  Descrip@on	
  of	
  meso-­‐scale	
  (RVE-­‐averaged)	
  proper@es	
  



A	
  Tensor	
  Representa@on	
  of	
  Damage	
  

RVE	
  

∫=
S

jiij dSnad

Damage	
  en@ty	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  o	
  

x1	
  

x2	
  

x3	
  

P	
  
n	
  

a	
  

S	
  

Damage	
  En@ty	
  Tensor:	
  

Damage	
  vector	
  a	
  represents	
  any	
  selected	
  INFLUENCE	
  of	
  damage	
  en@ty	
  

(Vakulenko-­‐Kachanov,	
  1971)	
  	
  



Damage	
  Mode	
  Tensors	
  

RVE	
  of	
  volume	
  V	
  
where	
  kα	
  is	
  the	
  number	
  of	
  damage	
  en@@es	
  in	
  the	
  αth	
  mode	
  	
  

n	
  
a	
  

S	
  

a:	
  crack	
  opening	
  displacement	
  
b:	
  crack	
  sliding	
  displacement	
  	
  

Assume	
  b	
  =	
  0	
  



Thermodynamics	
  Framework	
  for	
  
Materials	
  Response	
  (CDM)	
  

•  Classical	
  framework	
  of	
  thermodynamics	
  with	
  
internal	
  variables	
  applied	
  to	
  homogeneous,	
  
anisotropic	
  composite	
  materials	
  containing	
  
distributed	
  mul@ple	
  cracks	
  

•  Damage	
  mode	
  tensors	
  used	
  as	
  internal	
  variables	
  

•  Small	
  elas@c	
  strains	
  used	
  (adequate	
  for	
  
composite	
  laminates	
  of	
  e.g.	
  glass/epoxy	
  and	
  
carbon/epoxy	
  that	
  are	
  most	
  widely	
  used)	
  

•  Extensions	
  to	
  more	
  general	
  cases	
  possible	
  	
  





Materials	
  Response	
  Func@ons	
  

Truesdell’s	
  Principle	
  of	
  Equipresence:	
  Response	
  func@ons	
  should	
  	
  depend	
  on	
  all	
  	
  
variables	
  of	
  thermodynamic	
  state	
  unless	
  independence	
  required	
  by	
  physical	
  laws	
  	
  

Clausius-­‐Duhem	
  inequality:	
  

u:	
  specific	
  internal	
  energy	
  
	
  per	
  unit	
  mass	
  



Reduced	
  Response	
  Func@ons	
  

Internal	
  dissipa@on	
  inequality:	
  	
  

For	
  isothermal	
  condi@ons	
  (T	
  =	
  0,	
  gi	
  =	
  0):	
  	
  



Stress-­‐Strain	
  Response	
  at	
  Fixed	
  Damage	
  

Differen@a@ng,	
  

Or	
  

where	
  



Damage	
  Tensor	
  Components	
  
(One	
  Damage	
  Mode)	
  

(one	
  damage	
  mode)	
  

	
  κ	
  (kappa):	
  Constraint	
  parameter	
  	
  



Helmholtz	
  Free	
  Energy	
  
(Polynomial	
  Expansion)	
  

Let	
   be	
  a	
  polynomial	
  func@on	
  

Expansion	
  in	
  terms	
  of	
  irreducible	
  integrity	
  bases	
  (polynomial	
  invariants)	
  
For	
  orthotropic	
  symmetry,	
  one	
  damage	
  mode:	
  	
  (Adkins,	
  1960)	
  

Thin	
  laminates	
  

One	
  intralaminar	
  
cracking	
  mode	
  



S@ffness-­‐Damage	
  Rela@onships	
  

p	
  =	
  1,	
  2,	
  6	
  

Constants	
  ci	
  are	
  mul@plying	
  
terms	
  in	
  polynomial	
  
expansion	
  



Example:	
  One	
  set	
  of	
  inclined	
  cracks	
  



Cross	
  Ply	
  Laminate	
  with	
  Transverse	
  Cracks	
  
 

D11 =
κ tc

2

s1tT



Engineering	
  Moduli	
  for	
  Cross	
  Ply	
  Laminates	
  
with	
  Transverse	
  Cracks	
  

Note:	
  Four	
  unknown	
  constants	
  
	
  κa1,	
  κa2,	
  κa3,	
  κa4	
  
needed	
  to	
  evaluate	
  the	
  elas@c	
  
moduli.	
  
These	
  can	
  be	
  obtained	
  by	
  
solving	
  the	
  equa@ons	
  for	
  one	
  
state	
  of	
  damage	
  (crack	
  spacing	
  s)	
  



Predic@on	
  of	
  Elas@c	
  Moduli	
  for	
  
Cracked	
  Cross	
  Ply	
  Laminates	
  



Cross	
  Ply	
  Laminates	
  -­‐	
  More	
  Predic@ons	
  



Cracks	
  in	
  +45	
  and	
  -­‐45	
  Orienta@ons	
  
(assumed	
  equal	
  in	
  both	
  orienta@ons)	
  



Simultaneous	
  Cracks	
  in	
  90,	
  +45	
  and	
  -­‐45	
  
Orienta@ons	
  







A	
  Problem	
  of	
  Length	
  Scales	
  in	
  Damage	
  

Consider	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  laminates	
  



	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  θ	
  =	
  90	
  



	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  θ	
  =	
  70	
  



	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  θ	
  =	
  55	
  



	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  θ	
  =	
  40	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  θ	
  =	
  25	
  

No	
  cracks!	
  



	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  

Cracks	
   No	
  cracks	
  



τ	
  

τ	
  

0.1mm	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  SHEAR	
  INDUCED	
  CRACKING	
  AT	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  FIBER/MATRIX	
  INTERFACE	
  

Note:	
  The	
  length	
  scale	
  of	
  these	
  cracks	
  is	
  one	
  order	
  of	
  magnitude	
  
Smaller	
  than	
  the	
  regular	
  ply	
  cracks	
  



Concluding	
  Remarks	
  on	
  Macro-­‐
Damage	
  Mechanics	
  

•  The	
  CDM	
  model	
  has	
  the	
  required	
  capabili@es	
  of	
  a	
  
physically	
  based	
  cons@tu@ve	
  framework	
  that	
  can	
  
be	
  incorporated	
  into	
  a	
  structural	
  analysis	
  scheme	
  

•  The	
  reliance	
  on	
  experimental	
  data	
  for	
  evalua@on	
  
of	
  material	
  constants	
  is	
  a	
  less	
  aerac@ve	
  feature	
  of	
  
the	
  model,	
  par@cularly	
  for	
  mul@ple	
  damage	
  
modes	
  

•  An	
  approach	
  to	
  improve	
  this	
  aspect,	
  known	
  as	
  
synergis@c	
  damage	
  mechanics,	
  will	
  be	
  discussed	
  
next	
  	
  	
  



PART	
  4:	
  
SYNERGISTIC	
  DAMAGE	
  MECHANICS	
  



Topics	
  

•  Mul@ple	
  Damage	
  Modes	
  
•  Synergis@c	
  Damage	
  Mechanics	
  

•  Damage	
  Evolu@on	
  



Two	
  Damage	
  Modes	
  

As	
  before	
  for	
  one	
  damage	
  mode,	
  now	
  α	
  =	
  1	
  and	
  2	
  

Irreducible	
  integrity	
  bases	
  (polynomial	
  invariants)	
  
For	
  orthotropic	
  symmetry,	
  two	
  damage	
  modes:	
  	
  (Adkins,	
  1960)	
  



In	
  Voigt	
  nota@on,	
  for	
  in-­‐plane	
  
strains	
  (thin	
  laminates):	
  

Assuming	
  no	
  residual	
  stresses,	
  
No	
  free	
  energy	
  in	
  virgin	
  state,	
  P0	
  =	
  0	
  



S@ffness-­‐Damage	
  Rela@onships	
  

For	
  N	
  damage	
  modes,	
  



Two	
  Symmetrical	
  Damage	
  Modes:	
  
	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  



For	
  equal	
  crack	
  spacing	
  in	
  both	
  orienta@ons,	
  

	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  



	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  

where	
  
(Note:	
  ci	
  constants	
  
are	
  from	
  polynomial	
  
expansion	
  of	
  ψ)	
  

Denote:	
  

Note:	
  The	
  constraint	
  parameter	
  is	
  dependent	
  on	
  θ	
  



Assessment	
  of	
  CDM	
  for	
  Mul@ple	
  
Damage	
  Modes	
  

•  Experimental	
  evalua@on	
  of	
  the	
  constraint	
  
parameter	
  for	
  each	
  mode	
  is	
  not	
  prac@cal	
  

•  Computa@onal	
  determina@on	
  of	
  crack	
  surface	
  
separa@on	
  is	
  needed,	
  from	
  which	
  the	
  
constraint	
  parameter	
  can	
  be	
  evaluated	
  

•  This	
  input	
  from	
  computa@onal	
  (or	
  analy@cal,	
  if	
  
possible)	
  micromechanics	
  in	
  CDM	
  produces	
  a	
  
powerful	
  approach	
  called	
  Synergis@c	
  Damage	
  
Mechanics	
  (SDM)	
  



Mul@scale	
  Synergis@c	
  Damage	
  Mechanics	
  

Note	
  the	
  use	
  of	
  a	
  reference	
  
laminate	
  



	
  Finite	
  Elements	
  Evalua@on	
  of	
  Crack	
  Opening	
  
Displacement	
  (COD)	
  for	
  [0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  



Calculated	
  COD	
  Compared	
  With	
  
Experiments	
  



Change	
  in	
  COD	
  With	
  Constraint	
  



θ=70°	
  

	
  SDM	
  Predic@ons	
  for[0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  



	
  SDM	
  Predic@ons	
  for[0/+θ4/-­‐θ4/01/2]s	
  Laminates	
  

θ=55°	
  

Note:	
  Shear	
  damage	
  (small	
  scale	
  
cracks)	
  caused	
  by	
  significant	
  
shear	
  stress	
  in	
  the	
  θ-­‐plies	
  



Parametric	
  Study	
  of	
  COD	
  
In	
  [0m/±θn/0m/2]s	
  Laminates	
  

U	
  :	
  COD	
  of	
  [0/908/01/2]s	
  laminate	
  	
  

ci:	
  curve-­‐fi�ng	
  constants	
  	
  



SDM	
  Predic@ons	
  of	
  Proper@es	
  
Using	
  the	
  COD	
  Equa@on	
  



Three	
  Damage	
  Modes:	
  
Cracking	
  in	
  θ,	
  -­‐θ,	
  and	
  90°	
  Plies	
  



SDM	
  Predic@ons	
  Compared	
  With	
  FEM	
  

[0/±55/90]s	
  glass/epoxy	
  laminates	
  	
  



SDM	
  Predic@ons	
  Compared	
  With	
  Experimental	
  Data	
  



Residual	
  Response	
  at	
  a	
  damage	
  state:	
  

� 

R
R0

=1 −κ
tc
s
f1 f2 − (OT )

R0	
  :	
  Ini@al	
  value	
  
f1,	
  f2	
  :	
  Dimensionless	
  func@ons	
  of	
  laminate	
  	
  
proper@es	
  and	
  geometry	
  
OT	
  :	
  Other	
  terms	
  that	
  become	
  significant	
  at	
  high	
  crack	
  densi@es	
  

:	
  Summary	
  



Future	
  Direc@on:	
  Incorpora@on	
  in	
  Structural	
  Analysis	
  


